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MATEMATYKA 4

FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcj kwadratow lubtréjmianem kwadratowymazywamy funkej
f(x)=ax’ +bx+c,

gdziea, b,c0R oraza# 0. Dziedziry funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych

Wykres funkcji kwadratowej nazywanparabol;.

Z wykresu funkcji kwadratowey = x* (gdziea=1b=c= 0 mazemy odczyta, ze:
* punkt (0,0) jest wierzchotkiem paraboli, ktérej ramionaskierowane do gory,
* 0% 0Y jest osa symetrii paraboli,
» funkcja jest malejca w przedziale(—oo;0> oraz jestrosyca w przedziale<0;+ ),
» dla x=0 funkcja przyjmuje wart& minimalrg rowng 0,

» dla kadego x# 0 zachodzi nierowni@ f(x)>0.

107 ¥




Wykres funkcji y = -x* jest symetryczny do wykresu funkgji= x> wzgledem osi0X .

Z wykresu funkcji kwadratowey = -x* (gdziea=-1,b=c= 0 mazemy odczyt4, ze:
e punkt (0,0) jest wierzchotkiem paraboli, ktérej ramionaskierowane w doét,
* 08 Q0Y jest osi symetrii paraboli,
« funkcja jest rosgca w przedziale(—«;0) oraz jest malara w przedziale(0; + ) ,
e dla x=0 funkcja przyjmuje wart& maksymalg rowng O,

» dla kadego x# 0 zachodzi nierowni@ f(x)<O0.

y=-f(9=-x

Od wartdgci wspotczynnikaa funkcji y=ax* zalezry, czy ramiona paraboli skierowang s

do gory (gdya>0), czy do dotu (gdya <0) oraz jak bardzoasone rozchylone
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Przesuwajc wykres funkcji y=ax® (gdzie a#0, aby byta to funkcja kwadratowa) p
jednostek w poziomieq jednostek w pionie, czyli 0 Wektcﬁp, q], otrzymujemy wykres funkcji
y=a(x-p) +q.

Powyzsze rownanie nazywanpostacy kanoniczg funkcji kwadratowe;j.

Post& kanonicza funkcji kwadratowej mgna przeksztatéido postaci ogolnejy = ax® +bx+c.

Przy przeksztatcaniu funkcji kwadratowejguizy postaci ogolrg a postaci kanoniczg nalery
korzysta ze wzoréw skréconego maenia (aby unikgc kolizji oznaczé, uzyto zmiennyctr i s)

(r-sf=r?-2rs+s* oraz (r+sf=r?+2rs+¢* .

Parabola ma wierzchotek w punkcie o wspgdrzych: x, = p=;—: oraz y,=q= 15

gdzie wyraenie A = b? - 4ac nazywamywyré&nikiemtrojmianu kwadratowego.

Rysunek poriiej pokazuje wykres funkcjiy =2x* (linia przerywana) i wykres tej funkcji

przesungtej o Wektor[— 4,—8] czyli parabao} opisan rownaniemy = 2(x + 4)2 -8 (linia ciagta).
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Przeksztalcenie
y=2(x+4f -8=2(x* + 2x4 + 42)-8 = 2x* +16x + 24
prowadzi do funkcji zapisanej w postaci ogélnegigch = 2, b =16, c = 24.

Wyréznik trojmianu kwadratowego
A =b’-4ac=16" - 4[2[24=256-192=64.

Przesungta funkcja ma dwa miejsca zerowg:= -6, X, = —2.



Rozwigzaniem pierwiastkami réwnania kwadratowegoax’+bx+c=0 (gdzie a#0)
s3 miejsca zerowe funkcji kwadratowef (x) = ax’ +bx+c. Wyznaczamy je po zbadaniu
wartasci wyroéznika:

» jezeli A<O, to brak jest pierwiastkéw rownania,

* jezeli A=0, to rownanie ma jeden pierwiaste(g:;—:,

~b-JA  _-b+A
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* jezeli A>0, to rownanie ma dwa pierwiastki =

Funkcg kwadratovs maozna przedstawiw postaci iloczynowej
y=a(x-x)(x-x,), gdziea#O0.
Wyrazy (x—xl) oraz (x—xz)nazywamyczynnikami liniowymia posta iloczynows nazywamy
rozktadem na czynniki liniowe. Badamy watavyrdznika trojmianu kwadratowego:
* jezeli A<0, to tréjmianu nie mena roztay¢ na czynniki liniowe,

* jezeli A=0, to tréjmian mana przedstawiw postaciy =a (x— x0)2, gdzie X, :;—: ,

* jezeli A>0, to tréjmian mana przedstawiw postaciy = a (x - xl) (x - x2) :

gdziex, = _bz_a\/z' X, = _b;a\/z 3 pierwiastkami tréjmianu.

Wyrdznik funkcji f(x) = 2x* +16x+ 24 (wykres przedstawiony na stronie 3) wyndsi 64,
rozwigzaniem réwnania kwadratowe@x* +16x + 24 =0 s liczby
_-16+/64 _

>9=—_16_m=—6,x2— -2.
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Przedstawmyetfunkcje w postaci iloczynowej:
y=a(x-x)(x-x)=2(x+6)(x+2).

Aby przegé¢ od postaci iloczynowej do postaci ogoélnej funkojadratowej, natey wykona

mnazenie a (x— xl) (x— x2) i uporzdkowa wyrazy w otrzymanym wytgeniu.



Interpretacja geometrycznazriych potaen wykresu paraboly = ax® + bx+ ¢ wzgledem osiOX:

a>0 a>0 a>0
A<O A=0 A>0
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brak miejsc zerowych jedno miejsce zerowe a dviejsca zerowe

Interpretacja geometryczna jest pomocna przy rgamwaniu uktadu rowng z ktérych jedno

opisuje funka liniowa, a drugie funke kwadratovd. Rozwihzanie takiego uktadu rowna

stanowjy pary liczb (x, y) spetniagce oba réwnania i opisage punkty przeecia wykreséw

obu funkciji.
Przykiad
o S y=x+1
Szukamy rozwgzania uktad réwna o A
y=-Xx"+3

t aczymy oba réwnania X+1=-x*+3.
Powstaje rownanie kwadratowe x*+x-2=0.
Obliczamy wyr@nik A=1-4(-2)=9.

Wyro6znik A >0, wigc rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki.



Obliczamy pierwiastki

Podstawiamy obliczone pierwiastki do rownania hmégo

Yy =% +1=-1, y,=x,+1=2.

Wykreslimy parabo¢ i lini¢ prost. Wykresy tych funkcji przecingjsie w punktach
o wspotrzdnych (x, v,)=(-2,-1) i (x,,)=(12).

Interpretacja graficzna jest pomocna w ragyivaniu nieréwnéci  kwadratowych.
Rozwigzanie nierownéci z niewiadomy polega na wyznaczeniu tych waitd niewiadomej
(zbioru rozwyzan), dla ktorych nierown& jest spetniona. Wiede jak g skierowane ramiona
paraboli wykresu funkcji kwadratowej (w goalbo w dét) i znajc jej miejsca zerowe, moa

wyznaczy zbiér rozwgzan odpowiedniej nieréwriei kwadratowej.

Przykiad

Rozwigzujemy nieréwné¢ - x*+x+220.
Obliczamy wyranik A=1-4(-1)2=9.

Wyréznik A >0, wigc rownanie ma dwa pierwiastki

Czynnik a<0, wigc ramiona paraboli skierowane sv dot. Funkcja y=-x*+x+ 2 jest

nieujemna w przedzial& (- 12) i taki tez jest zbior rozwizan nierowngci — x* +x+220.



Przykiad z fizyki

Na jaky wysoka¢ wzniesie s kamyk rzucony pionowo w gép

Predkos¢ pocatkowa kamykas = 10 m/s. Po jakim czasie kamyk spadnie na Z@mi

2
Wz0r opisujcy wysoka¢ h w funkcji czasu ma posta h=v; —% :

gdzie g :1oq—rr2l oznacza przyspieszenie ziemskie.

. ) B gt? . Im 1. 1Iml.,  Imj]., m
Zapisujemy funkej: hit)=vt-=—=10 — |H—-=00 — |H° =-5 — |0 +10 — |
pisujemy funkgj: h(t) =gt -= OL} > ({Sz} 5[82} f{s}
Pierwiastkami réwnanigy = -5x* +10x 53 X =0 i X, =2.

Wierzchotek paraboli znajdujegsiv punkcie (1, 5).
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Kamyk wzniesie si na wysoké¢ 5 m (najwyszy punkt paraboli, aggany po 1 s lotu)

i spadnie po 2 sekundach (parabola przecinapnpstO w punkciex, =2).

W celu wyznaczenia najmniejszej lub najk8ze] wartéci funkcji kwadratowej

f(x)=ax +bx+c w przedziale (p; p,) nalezy obliczy wartdici funkcji na brzegach
przedziatu: f(p) i f(p,).

Jezeli wspotrzdna wierzchotka parabolix, = —2—2 zawiera s} w zadanym przedziale,
X, D(pl; p2>, to naley wyznaczy réwniez y,, (np. korzystajc ze wzoruy,, =;—§).
W przedziale(p; p,):

* najmniejsza spwod wyznaczonych wargoi jest najmniejsg wartasciag funkcji kwadratowej;

* najwigcksza spérod wyznaczonych warfoi jest najwekszy wartcscig funkcji kwadratowe).



Przyktad
Wyznacz najwiksz i najmniejsa wartas¢ funkcji kwadratowej f (x) =2x* —5x+ 3
w przedziale(-1; 2).
Obliczamy wartéci funkcji na brzegach przedziatu:

f(-1) =2(-1)%-5(-1) +3=2+5+3=10 oraz f(2) =222 -52+3=8-10+3= 1

Obliczamyx, = -—=-——=>=125 | sprawdzamyze x,(-1,2),

2
dlatego obliczamyy,, = f[ﬁJ =2 E€§j - SEE +3= 1 -0125.
4 4 4 8

Wyznaczone zostaly wado {—0,125;1;10}, z ktorych najmniejsg jest —0,125

a najweksz jest 10. Maemy to zobrazow@ana wykresie funkciji.

Y

2 45 1 050 ©

1+

Zakresrozszerzony.
Jezeli rownanie kwadratowex’ +bx+c=0 ma dwa pierwiastkix , x,, to mazna wyrazé ich

sunt i iloczyn za pomogwzorow Viete'a

b
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W dalszej czsci konspektu znajduajsie:

* zadania spetniage aktualne wymagania maturalne
* klucze rozwjzan
» zakres materiatu na ngphe zagcia

Zapraszamy na kurs!

Szczegotowe informacje na temat naszego kursu ptawgwczego
znajdug sie na stronie:

www.medicus.edu.pl

Zapisy g przyjmowane przez formularz zgtoszeniowy:
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